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Solutii si barem de corectare

Problema 1. Fie P, € R[X], polinoame neconstante de coeficient dominant 1, astfel incat k& = grad(P) =
erad(Q) + 1.

(a) Sa se arate ca

2z tk‘—l
lim / —— dt = 1n2.
T

T—00 P(t)
, <. . S . fl(x)
(b) Daca f : R — R este o functie continua care satisface lim
T—00 T

= 1, determinati valoarea limitei:

2z
"
lim M dt.
=20 Jp P(f (f))
th—1
Solutie si Barem de corectare. (a) Demonstrarea limitei, folosind descompuneri in fractii simple a raportului m si
relatiile Iui Viete, sau marginiri de tipul
th Lmth=t < P(t) <" + MtPL vt > 6,

unde 1, M E R 4 puncte

F(Q))
P(f (1))

Avem imediat ca lim P(t) = lim Q(t) = lim f(t) = +oo, si
t— o0 —00 t—oo

(b) Observam ca raportul este bine definit pentru ¢ suficient de mare.

lim F(Q(t)) — lim f(Q(t)) _ Q (t) 0
P fL b Q)
i 2U@) L PU) F )
=00 tk T oo f(f)k P

............................................................................................................... 2 puncte
Fie e € (0,1). Va exista din relatiile anterioare & > 0 astfel incat, pentru orice t > 0, raportul de mai sus este bine

definit si
QW |, g [PU
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De aici,
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............................................................................................................... 3 puncte

Notand, pentru fiecare x > 4, ,
R e 4 (°109))
G (x) = /T () dt.

vom avea ca

- . 2e
Vee (0,1),30 > 0,Ve >0 —
1+
de unde deducem ca valoarea cautata a limitel este IN 2. .. .. e 1 punct

Problema 2.
Fie A,B € M,,(C) astfel ca AB+ BA = A+ B (1). Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

a) rang AB + n =rang A + rang B
b) Ker B C Im A.

Solutie: Vom folosi caracterizarea cazului de egalitate din inegalitatea lui Sylvester:
rang AB +n > rang A + rang B

cu egalitate daca gi numai daca Ker A CIm B. ... .. 2 puncte
Cu aceasta caracterizare afirmatia b) este echivalenta cu

rang BA + n = rang A + rang B

gl suntem condusi la ideea ca rang AB = rang BA, ceea ce vom demonstra in continuare. 2 puncte
Din (1) rezulta

AB = ‘4+B_B‘4 - ‘4+B(In._‘4) - In_ (ITI._‘4)+B(ITI_‘4> - [n_ (In—B)(In_‘Ll) - In_DC-
cuD=1,—B.C=1,— A Analog obtinem BA = [, — CD si atunci:
rang AB = rang BA <= rang(/,, — C'D) = rang(/l,, — DC') (2)

Vom demonstra egalitatea (2) in doua moduri. ........... .. .. .. i 2 puncte
Metoda 1: Pentru orice matrici C, D € M,,(C) demonstram incluziunile:

(3) Ker(l,, —CD)c ImC, (4) KerC ClIm(/, — DC).

Avem

(3): X € Ker(l,, —CD) < X =C(DX) <— X €Im(;

(1) : X eKer(C <= X=X -D(CX)=([,—DC)X <= X €Im(l, — DC);

Conform cazului de egalitate din inegalitatea Sylvester avem

(3) <= rang(l,, —CD)-C+n =rang(l,, — CD) +rang C

(4) <= rangC - (I, — DC) + n =rang(l,, — DC) + rang C
si deoarece (I,, — C'D)-C =C - (I, — DC) rezulta rang(/,, — C'D) = rang([l,, — DC)...... 4 puncte



Problema 3.
Fie V' un spatiu vectorial de dimensiune finita si 7' : V. — V un endomorfism.

a) Sa se arate ca exista bk € N* gi un endomorfism P : V' — V' cu proprietatea:
PoP=P KerP=KerT" s ImP=ImT"
b) Raméne afirmatia a) adevarata, in general, daca V' nu are dimensiune finita?

Solutie. a) Consideram sirul de subspatii ale Tui V: KerT C KerT? C ... C KerT" C
Deoarece V' are dimensiune finita, rezulta ca exista k > 1 astfel ca Ker 7% = Ker TF+L. .2 puncte
Vom arata prin inductie ca Ker T+ — Ker T", pentru orice p > 1.

Pentru p = 1 avem Ker 7% = Ker 7%, La pasul inductiv, presupunem ca Ker T+t7 = Ker T".
Este suficient sia demonstram incluziunea Ker TFtP+1 C Ker TF. Astfel,

r € Ker THP T o THIPTY () = 0 & TM(T(2) = 0 & T'(x) € Ker TF™ = Ker T*
& THYr) =0 e e Ker TF = Ker TV
= 1 € KerT",

ceea ce incheie argumentatia Inductiva. . ... ... 2 puncte

Vom arata mai departe ca V' = Ker T" @& Im T". Deoarece dim Ker T% + dim Im 7% = dim V', este
suficient sa aratam ca
Ker 7" N Im 7% = {0}.

Intr-adevar, daca = € Ker 7" N Im T*, atunci T%(x) = 0 si exista x; € V astfel ca x = T%(x;). De
aici, T (xy) = TF(x) = 0, astfel ca x; € Ker T = Ker T*, prin urmare = = T%(xy) = 0...2 puncte

Notam V; = Im 7% si Vo = Ker 7%, astfel ca V =V, @ V5. Atunci putem defini P: V — V prin
P(ry + x5) = @y, pentru orice xy € Vi, 29 € V5 (P este proiectia pe V) paralela cu V5). Evident, P
verifica cerintele problemel. ... ... . e 2 puncte

b) Afirmatia de la a) nu mai este, in general, adevarata daca V' nu are dimensiune finita.

Spre exemplu, luam V = R[X] si T : R[X] — R[X], T(f) = [ (operatorul de derivare). Astfel,
pentru orice k € N* avem Ker 7% = Ry [X] si InT* = R[X]. Daca P : R[X] — R[X] verifici
proprietatile de la a) pentru un anume k € N* atunci 1 € R, 1[X] = KerT% = Ker P, deci
P(1) = 0. De asemenea, 1 € R[X] = ImT* = Im P, deci exista f € R[X] astfel ca 1 = P(f).

Deoarece P? = P. se obtine urmatoarea contradictie: 1 = P(f) = P*(f) = P(1) =0. ....2 puncte



Problema 4. Consideram functia para f:[—1,1] — R de clasi C? pentru care f(0) = 0si f”(0) > 0. Definim sirul

(a,) de termen general
(L k
)= . Vn>=1.
a ; f (n ﬁ) n >

(a) Aratati ca functia f’ este impara, sirul (a,,) este convergent si calculati £ := lim a,.
n—od

(b) Presupunem, in plus, ci f este de clasa C4, cu f4) (0) > 0. Studiati natura seriilor

o0 o0

> lan—0) si > flan—10).
n=1 n=1
Solutie si Barem de corectare (a) Demonstratia faptului ca f’ este impara.......... ... ... .. ... ... 1 punct

Deducem f'(0) = 0. Deoarece f este de clasa C?% si f”(0) > 0, obtinem ca f” (z) > 0 intr-o vecinatate a lui 0, deci f’
este crescatoare n acea vecinatate. Mai departe, deoarece [’ (0 ) = 0, vom avea ca exista ¢ > 0 astfel incat f’ () >0 pe
[0,2), adica f este crescatoare, deci are i valori pozitive, pe [0,2).

Folosind monotonia lui f, vom avea succesiv, pentru orice n > 1,

k ktl x E+1 I
(=) e () v

01 () 21 (5) < ) 5550 )

' de<an< [ f s (L) = 1. (1)
[ G sens 1 o) o1 ()

........................................................................................................... 2 puncte

si, in final,

Cum f este continua, admite primitive, i notand cu £’ o primitiva a sa care se anuleaza in 0, avem
F(0)=F'(0)=F"(0)=0.

Din formula lui Taylor aplicata functiei F, deducem
F i FIH( ) 1
NGy Gn\f nyn )’

i [ () =t e () = 5 ?
f710)
6

decl

=/eR.

n—oo n— 00

1
Din relatia (1), folosind si faptul ca lim f () = f(0) din continuitatea lui f, rezulta ca lim a, =

........................................................................................................... 2 puncte

(b) Ca mai sus, din f’ impara rezulta f” para, apoi f” impara. deci f” (0) = 0. Deoarece f este de clasa C*, putem
folosi formula Tui Taylor de ordin 4 pentru F, deci

#(75) = fovn * e+ (ve) “

n(ay— €)= n (an - fﬁ(o)) >n (/0 f (nf/ﬁ) dz — f”6(0))

(o () £2) 1o

asadar

Deducem, in baza criteriului de comparatie, ca seria E (an — £) este divergenta.
n=1
........................................................................................................... 2 puncte



Din (1) si (3), avem

a0 ([ (7)o EE) o () 1)

Dar, folosind din nou formula lui Taylor,

() ) - (5 () - £

Asadar, avem ca

fOo N FB0) () -
120 = nlon =6 < o 4 Ty (5)
In plus, pentru orice 2 in vecinitatea lui 0, vom avea
1 O " 0
flx)y=f0)+ f0) z+ fT()IQ +o0 (Tg) = fT();zzg +o0 (1,2) .
Atunci , " (0
lim f (= 2) = /7 (0) € (0,+00).
n—00 (an _ {f) 2
deci, prin criteriul de comparatie cu limita, avem ca
‘ 2
Zf(an £) ~ Z(an )
n=1 n=1
. s : e 2N i este comversents
In baza relatiei (5), obtinem ca Z (an —€)" ~ Zn_Q deci este cONVErgenta. ............c.ouiriirniininneneo... 3 puncte

n=1 n=1



