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Problema 2 

Decideți dacă grupul multiplicativ 𝑈(ℤ/2𝑛ℤ) este ciclic. 

Soluție şi barem 

Presupunem prin absurd că grupul multiplicativ 𝑈(ℤ/2𝑛ℤ) este ciclic. Folosind funcția indicatoare a 

lui Euler, avem 

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑈(ℤ/2𝑛ℤ) =  𝜑(2𝑛) = 2𝑛  −  2𝑛−1 = 2𝑛−1. ...............................................................2 puncte 

Deci există un număr întreg nenul 𝑘 astfel încât 𝑈(ℤ/2𝑛ℤ) = {1̂, �̂�, �̂�2, . . . , �̂�2𝑛−1
} și toate cele 2𝑛−1 

clase sunt distincte două câte două.  .......................................................................................3 puncte 

Cum �̂� este inversabil în 𝑈(ℤ/2𝑛ℤ), atunci în mod necesar 𝑘 este impar. Mai departe, se 

demonstrează prin inducție că, oricare ar fi n natural mai mare sau egal decât 3, 

𝑘2𝑛−2
= 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛) 

sau  �̂�2𝑛−2
= 1̂. Contradicție.  .................................................................................................5 puncte 

 

Problema 3  

Fie 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ ℳ𝓃(ℂ) cu 𝐴 ≠ 0 astfel încât 𝐴 + 𝐵𝐴𝐶 = 𝐵𝐴 + 𝐴𝐶. Să se arate că 1 este valoare proprie 

fie pentru matricea 𝐵, fie pentru matricea 𝐶, având multiplicitatea cel puțin egală cu rang(𝐴)/2. 

Soluție şi Barem 

Vom căuta să scoatem niște informații despre nucleele matricelor 𝐵 − 𝐼𝑛 și C − 𝐼𝑛. Relația dată poate 

fi rescrisă sub forma 

                                                        (B − 𝐼𝑛)A(C − 𝐼𝑛) = On.......................................................3 puncte 

Folosind inegalitatea lui Frobenius pentru matricele 𝐵 − 𝐼𝑛, 𝐴 și 𝐶 − 𝐼𝑛, deducem că 

0 = rang((𝐵 − 𝐼𝑛)𝐴(𝐶 − 𝐼𝑛)) ≥ rang((𝐵 − 𝐼𝑛)𝐴) + rang(𝐴(𝐶 − 𝐼𝑛)) − rang(𝐴). ..........1 punct 

 

Acum, aplicând inegalitatea lui Sylvester pentru (𝐵 − 𝐼𝑛)𝐴 și 𝐴(𝐶 − 𝐼𝑛), se obține 

0 ≥ rang(𝐵 − 𝐼𝑛) + rang(𝐶 − 𝐼𝑛) + rang(𝐴) − 2𝑛................................................2 puncte 

Concluzia rezultă de îndată ce adăugăm la argumentul nostru următoarea inegalitate 

𝑛 −
rang(𝐴)

2
≥ min{ rang(𝐵 − 𝐼𝑛),rang(𝐶 − 𝐼𝑛)}........................................................4 puncte 

 

 
 
 
 



Problema 4. 
Fie (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ∗ un șir de numere reale astfel încât  

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0  și   lim
𝑛→∞

(𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 − 𝑛𝑎𝑛+1) = 𝑙 ∈ ℝ. 

Arătați că seria 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛+. ..  este convergentă și determinați suma acesteia. 

Soluție şi barem 

Pentru orice număr natural n, notăm cu 𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 și 𝑇𝑛 = 𝑆𝑛 − 𝑛𝑎𝑛+1. Vom arăta 
că 𝑆𝑛 este convergent și are limita 𝑙 folosind că 𝑎𝑛 → 0 și 𝑇𝑛 → 𝑙 pentru 𝑛 → ∞.  

...................................................................................................................................... 1 puncte 
Notăm că, pentru orice 𝑛, avem 

𝑆𝑛+1 − 𝑆𝑛 = 𝑎𝑛+1 =
𝑆𝑛

𝑛
−

𝑇𝑛

𝑛
      ⇒        

𝑇𝑛

𝑛(𝑛 + 1)
=

𝑆𝑛

𝑛
−

𝑆𝑛+1

𝑛 + 1
 

.......................................................................................................................................... 3 puncte 
Sumând de la 1 la p, deducem că 

∑
𝑇𝑛

𝑛(𝑛 + 1)

𝑝

𝑛=1

= ∑ (
𝑆𝑛

𝑛
−

𝑆𝑛+1

𝑛 + 1
)

𝑝

𝑛=1

= 𝑆1 −
𝑆𝑝+1

𝑝 + 1
= 𝑆1 −

𝑇𝑝+1

𝑝 + 1
− 𝑎𝑝+2, 

oricare ar fi p. Cum 𝑎𝑛 → 0, rezultă că (𝑎𝑛) este mărginit. Deci seria  

∑
𝑇𝑛

𝑛(𝑛 + 1)

∞

𝑛=1

 

este absolut convergentă.................................................................................................. 2 puncte 
Identitatea obținută mai sus ne permite să calculăm restul seriei de mai sus. Mai precis, 

∑
𝑇𝑛

𝑛(𝑛 + 1)

∞

𝑛=𝑝+1

=
𝑆𝑝+1

𝑝 + 1
. 

Dar 𝑇𝑛 → 𝑙, de unde rezultă că   
∀ε > 0, ∃𝑛0 ∈ 𝑁, ∀𝑛 ∈ 𝑁:  𝑛 ≥ 𝑛0   ⇒  𝑙 − ε ≤ 𝑇𝑛 ≤ 𝑙 + ε 

Combinând expresia restului cu inegalitatea anterioară obținem următoarea estimare 

𝑆𝑝+1

𝑝 + 1
= ∑

𝑇𝑛

𝑛(𝑛 + 1)

∞

𝑛=𝑝+1

≤ ∑ (𝑙 + ε)
1

𝑛(𝑛 + 1)

∞

𝑛=𝑝+1

= (𝑇 + ε)
1

𝑝 + 1
, 

Oricare ar fi p natural ceea ce asigură estimarea 𝑆𝑝+1 < 𝑙 + ε. Analog obținem că 𝑆𝑝+1 > 𝑙 − ε. 

Deci șirul de termen general 𝑆𝑝+1 este convergent cu limita egală cu 𝑙........................ 4 puncte 

 


